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Laplaceova transformace je velmi silným matematickým nástrojem pro řešení obyčejných
lineárních diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty. Její využití je široké – lze ji po-
užít na lineární rovnice prvního i vyšších řádů, velmi vhodná je pro řešení diferenciálních
rovnic s více pravými stranami (a to i nespojitými) a v neposlední řadě ji lze také apliko-
vat na soustavy ODR. Laplaceova transformace se intenzivně využívá především v teorii
řízení, kde transformace odpovídající diferenciální rovnice regulační soustavy umožňuje
analyzovat chování této soustavy, např. reakce (odezvy) systému na vstupní veličinu.
Cílem práce bylo uvést základy teorie Laplaceovy transformace a demonstrovat tento
silný matematický aparát při řešení konkrétních úloh, včetně využití software pro symbo-
lickou matematiku Maple.
Summary
The Laplace transform is a very powerful mathematical tool for solving of ordinary linear
differential equations with constant coefficients. Its usage is wide - it can be applied to first
order and also to higher order equations, it is very convenient for solving of differential
equations with several forcing terms (including noncontinuous terms) and of course, it can
be used for solving of systems of ordinary differential equations. The Laplace transform
plays the key role in control theory, where the transformation of the differential equation
of the control system enables to analyse the behavior of this system, e. g. its reaction to
input values.
Our aim was to present essentials of the Laplace transform theory and demonstrate
this strong mathematical tool in the solving of concrete problems, including the usage of
the software Maple.
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1 Úvod do problematiky
1.1 Krátce o Laplaceově transformaci a její historii
Laplaceova transformace patří mezi velmi silné matematické nástroje mající široké uplat-
nění nejen v matematice, ale i v aplikacích, například v teorii řízení. Transformaci zavedl
roku 1812 francouzský matematik Pierre Simon de Laplace žijící mezi roky 1749 až 1827.
Nebyl však první – již roku 1737 použil tuto transformaci švýcarský matematik Leonhard
Euler pro řešení obyčejných diferenciálních rovnic.
V technických aplikacích se s Laplaceovou transformací setkáme například při stu-
diu vlastností systémů spojitě pracujících v čase, přičemž v tomto pohledu je Laplaceova
transformace protějškem diskrétní modifikace – tzv. Z transformace pro diskrétní sys-
témy. Jako výhodné se ukazuje užití Laplaceovy transformace při řešení diferenciálních
rovnic, které spočívá v převodu dané ODR na algebraickou rovnici, kterou lze následně
podstatně jednodušeji řešit. Největším problémem může posléze být inverzní (zpětná)
Laplaceova transformace, která převádí řešení v Laplaceově obraze zpět do „řečiÿ diferen-
ciálních rovnic.
1.2 Několik slov o autorovi
Pierre Simon de Laplace se narodil 28. března 1749 a zemřel
5. března 1827. Na přelomu 18. a 19. století byl významným
francouzským matematikem, fyzikem a v neposlední řadě
také astronomem a politikem, členem Francouzské akademie
věd, královské společnosti v Londýně a Komise pro míry
a váhy.
Právem je P. S. de Laplace považován za jednoho z nej-
větších vědců vůbec. Zanechal po sobě monumentální dílo,
ve kterém se zabýval matematickou analýzou, teorií pravdě-
podobnosti, nebeskou mechanikou, teorií potenciálu, zavedl
pojem Laplaceovy transformace a Laplaceův diferenciální
operátor. Dále je autorem teorie o vzniku sluneční soustavy
z rotující mlhoviny (Kantova-Laplaceova teorie) a mnoha dalších teorií či metod s četnými
aplikacemi.
V mládí se jako chlapec Laplace dostal do vojenské školy, kde projevil tak mimořádné
matematické nadání, že v šestnácti letech byl přijat na univerzitu v Caen. O dva roky
později odjel do Paříže a chtěl se setkat s fyzikem a matematikem d’Alembertem. Tento
vědec ale nemínil marnit čas s nějakým mladíkem a Laplace vůbec nepřijal. Teprve až
mu Laplace poslal svoji teorii o mechanice si d’Alembert uvědomil, že Laplace má velký
talent. Přijal ho a zařídil mu místo profesora matematiky na vysoké škole.
V 80. letech 18. století se Laplaceovi podařilo vyřešit jeden v té době nejdiskutova-
nější teoretický problém – stabilitu sluneční soustavy. Astronomové už dlouho zjišťovali
posuny v drahách planet, které se jim nepodařilo s pomocí Newtonova gravitačního zá-
kona vysvětlit. Laplace však v roce 1784 vyvinul novou metodu pro výpočet pohybu planet
a dokázal, že dráhy planet jsou v souladu s newtonovskou mechanikou. Tento Laplaceův
závěr planetárního pohybu ještě dlouhou dobu zůstal nepřekonatelným vzorem.
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1.3 Obsah a cíle této bakalářské práce
Tato bakalářská práce se zabývá Laplaceovou transformací, která patří mezi nejdůležitější
integrální transformace. Teoretický výklad i výpočty se omezují na Laplaceovu transfor-
maci v oboru reálných čísel R, která je obecně zavedena na množině komplexních čísel.
První kapitola je věnována historické poznámce o Laplaceově transformace, dále je
uvedeno několik slov o životě autora – Pierre Simona de Laplace.
Druhá kapitola (viz strana 5 a dále) se zabývá teoretickým zavedením výpočetního
aparátu, vykládaná problematika je proložena množstvím konkrétních dílčích příkladů
pro lepší pochopení a orientaci čtenáře. Dále jsou v této kapitole uvedeny základní vlast-
nosti Laplaceovy transformace (viz strana 7 a dále), které budou intenzivně využity pro
konkrétní řešení příkladů. Následně je uveden důležitý pojem Heavisideovy funkce, který
umožňuje efektivní popis impulsních funkcí (viz strana 10). Poslední část se věnuje in-
verzní Laplaceově transformaci a jejímu významnému aparátu – konvoluci (viz strana
12).
Třetí kapitola (viz strana 15 a dále) obsahuje teoretický výklad principu řešení obyčej-
ných diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty metodou Laplaceovy transformace,
dále následuje 7 řešených příkladů na různé typy rovnic včetně soustav, text je doplněn
obrázky.
Následující čtvrtá kapitola (viz strana 22 a dále) popisuje praktické využití Laplaceovy
transformace v teorii řízení, uvádí úvod do této problematiky včetně jednoho řešeného
příkladu z oblasti regulace.
Kapitola pátá (viz od strany 24) poukazuje na možnosti využití software pro symbo-
lickou matematiku Maple při řešení obyčejných diferenciálních rovnic pomocí Laplaceovy
transformace, následují čtyři řešené příklady ze třetí kapitoly včetně postupu, čímž je
zároveň ověřena korektnost analytických výpočtů.
Šestá kapitola (viz strana 28) je stručným úvodem do diskrétní analogie Laplaceovy
transformace – tzv. Z transformace, uvádí základní teoretický aparát a možnost použití
pro řešení diferenčních rovnic včetně příkladu.
Většina tvrzení je uváděna včetně důkazů nebo alespoň jejich principů. Podrobnější
pojednání o Laplaceově transformaci a souvisejících otázkách lze nalézt v publikacích
uvedených v seznamu použité literatury, zejména pak v [2], [6] a [4].
Cílem této bakalářské práce bylo vytvořit srozumitelný text nevelkého obsahu, který
by čtenáře dokázal uvést do problematiky Laplaceovy transformace, poukázal na její prin-
cipy a možnosti a naučil jej využívat tento silný matematický aparát k řešení nejen tech-
nických problémů v praxi. Zároveň bylo snahou autora uvést čtenáři možnosti využití
výpočetní techniky, konkrétně software pro symbolickou matematiku Maple a naučit jej
tento software efektivně při výpočtech využívat.
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2 Teorie Laplaceovy transformace
2.1 Úvod a definice Laplaceovy transformace
V této části zavedeme pojem Laplaceovy transformace a uvedeme její základní vlastnosti,
které nám umožní hledání obrazů.
Definice 1. Nechť f = f(t) je funkce definovaná na intervalu 〈0,∞). Pak Laplaceovou




f(t) e−st dt, s ∈ R
za předpokladu, že daný nevlastní integrál konverguje pro alespoň jedno s ∈ R.
Laplaceova transformace je zobrazení L : f 7→ F , které funkci f nazývané předmět
přiřadí její Laplaceův obraz. Definičním oborem Laplaceovy transformace je množina
všech funkcí definovaných na intervalu 〈0,∞), pro které existuje Laplaceův obraz.
Poznámka. Laplaceova transformace je příkladem složitějšího zobrazení než jsou funkce
– obrazy a vzory nejsou čísla, nýbrž funkce. Takovýmto zobrazením říkáme operátory.
Vzory v Laplaceově značíme obvykle malým a jejich obrazy příslušným velkým písmenem.
Argument Laplaceovy transformace budeme uzavírat do složených závorek:
L {f} = F.
Místo označení funkcí budeme používat někdy přímo jejich funkční předpis, argument
předmětu (vzoru) budeme značit písmenem t a argument obrazu písmenem s:
L {f(t)} = F (s).





















∞, s < a,1
s−a , s > a.
 Příklad 2.2. Uvažujme funkci f(t) = sin t a vyšetřeme její Laplaceův obraz.
Řešení. Počítáme L {sin t} = ∫∞0 e−st sin t dt, přičemž dvojím použitím metody per par-
tes a následným vyřešením vzniklé rovnice dostáváme
L {sin t} =
∞∫
0
e−st sin t dt =
1
s2 + 1
, s > 0.
Nyní ukážeme příklad funkce, pro kterou neexistuje Laplaceův obraz.
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 Příklad 2.3. Uvažujme nyní funkci f(t) = et2 a vyšetřeme její Laplaceův obraz.
S využitím aditivity integrálu na definičním oboru a monotonie integrálu dostáváme pro

































t(t−s) dt konverguje. Laplaceův obraz funkce f(t) = et
2
tedy neexis-
tuje, protože integrál v jeho definici nekonverguje pro žádné s ∈ R.
Na výše uvedených příkladech jsme ukázali, že některé funkce Laplaceův obraz nemají
a některé mají. Nyní proto pro naše účely zavedeme dostatečně širokou třídu funkcí mající
Laplaceův obraz.
Definice 2. Funkci f(t) definovanou na intervalu 〈0,∞) nazýváme předmět standardního
typu (říkáme také, že funkce f patří do třídy L0), pokud splňuje následující podmínky:
(1) Funkce f je po částech spojitá, tj. funkce f má nejvýše spočetně mnoho bodů ne-
spojitosti a v každém tomto bodě nespojitosti existují konečné jednostranné limity
(v bodě t = 0 jen zprava).
(2) Funkce f je exponenciálního řádu, tj. existují konstanty M,α ∈ R takové, že platí
|f(t)| ≤M eαt
pro každé t ∈ 〈0,∞). Číslo α pak nazýváme exponenciální řád funkce f .
(3) Funkce f je nulová, tj. f(t) = 0 pro t < 0.
Nyní objasníme přítomnost vlastnosti (3) v předchozí definici, pro kterou máme několik
důvodů. Jednak protože v definici Laplaceovy transformace se užívá nevlastního integrálu
v mezích od 0 do∞, tedy Laplaceův obraz nezávisí na tom, jak byl předmět definován pro
t < 0, což je ve shodě s fyzikální představou, že určitý děj začínáme pozorovat v okamžiku
t = 0. To má však za následek, že dvě funkce, které by se shodovaly pro t ≥ 0 a lišily pro
t < 0, by měly stejný Laplaceův obraz, což by bylo nežádoucí. Právě tomuto vlastnost (3)
zabraňuje.
Protože některé jednoduché a často se vyskytující funkce, například tn, eat, goniomet-
rické funkce a podobně, nejsou nulová pro t < 0, nejsou to vlastně předměty standardního
typu. Proto bychom měli místo nich správně používat funkcí definovaných například takto:
f(t) =
eat, t ≥ 00 t < 0.
Tento zápis zpravidla užívat nebudeme, musíme však stále pamatovat na to, že předměty
standardního typu jsou nulové pro záporná t, i když to není v předchozím textu výslovně
uvedeno.
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Poznámka. Exponenciální řád funkce f není určen jednoznačně – je-li funkce f exponen-
ciálního řádu α, pak libovolné číslo β ∈ R splňující podmínku β > α je exponenciálním
řádem funkce f .
Věta 1. Je-li funkce f předmět standardního typu exponenciálního řádu α, pak Laplaceův
obraz F funkce f je definován na intervalu (α,∞) a platí
lim
s→∞F (s) = 0.
Důkaz. Je-li funkce f exponenciálního řádu, pak existuje číslo M ∈ R takové, pro které
platí |f(t)| ≤Meαt pro každé t ∈ 〈0,∞). Protože funkce f(t)e−st je po částech spojitá na
intervalu 〈0,∞), existuje integrál ∫∞0 |f(t)e−st| dt a pro p > α dostáváme podle příkladu
2.1 na straně 5
∫∞
0 |f(t)e−st| dt ≤
∫∞
0 Me
αte−st dt = M
∫∞
0 e
αte−st dt = M ·L {eαt} = M
s−α .
Laplaceův obraz F funkce f je tedy pro libovolné s > α definován a platí |F (s)| =
= |∫∞0 f(t)e−st dt| ≤ ∫∞0 |f(t)e−st| dt ≤ Ms−α s→∞−−−→ 0.
Poznámka. V příkladu 2.3 jsme ukázali, že funkce f(t) = et
2
nemá Laplaceův obraz.
Protože je tato funkce spojitá, nemůže být podle předcházející věty exponenciálního řádu.
To bychom mohli ukázat i bez použití věty 1. Pokud by totiž funkce f(t) = et
2
byla
exponenciálního řádu, pak by existovaly konstanty M,α ∈ R takové, že et2 ≤ Meαt
a tedy et(t−α) ≤M na intervalu 〈0,∞). To ale nemůže nastat, jelikož lim
t→∞ e
t(t−α) =∞.
2.2 Vlastnosti Laplaceovy transformace
Podobně jako při výpočtu derivací a integrálů složitějších funkcí i při hledání Laplaceova
obrazu funkce vycházíme z některých známých obrazů a z vlastností Laplaceovy trans-
formace, které umožňují výpočet Laplaceových obrazů složitějších funkcí. Nyní uvedeme
některé základní vlastnosti Laplaceovy transformace.
Věta 2 (Linearita). Jsou-li funkce f, g předměty standardního typu exponenciálního řádu
α a čísla a, b ∈ R, pak funkce af + bg je předmět standardního typu exponenciálního řádu
α a platí
L {af + bg} = aL {f}+ bL {g} .
Důkaz. Tato vlastnost je přímým důsledkem definice Laplaceovy transformace a linearity
integrálu.
Poznámka. Za definiční obor Laplaceova obrazu lineární kombinace funkcí „obvykleÿ
považujeme nejmenší z definičních oborů jednotlivých funkcí.
 Příklad 2.4. Mějme funkci f(t) = cosh t a určeme její Laplaceův obraz.
Pro funkci kosinus hyperbolický platí cosh t = 12 (e
t + e−t). Pro Laplaceův obraz této
funkce na intervalu (1,∞) (využili jsme předchozí poznámku) platí





























s2 − 1 .
Věta 3 (Derivace obrazu). Je-li funkce f předmět standardního typu exponenciálního
řádu α a L {f} = F , pak funkce t · f(t) je předmět standardního typu exponenciálního
řádu α + ε pro každé ε > 0 a platí
L {t · f(t)} = −F ′(s) = − dF
ds
, s > α.
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Důkaz. Funkce t ·f(t) je po částech spojitá. Ukážeme, že funkce t je exponenciálního řádu
ε pro každé ε > 0, z čehož následně vyplyne, že funkce t·f(t) je exponenciálního řádu α+ε
pro každé ε > 0 a tedy její Laplaceův obraz je definován na intervalu (α,∞). Pro každé
ε > 0 dostaneme s využitím l’Hospitalova pravidla limt→∞ teεt =
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ l’H= limt→∞ 1εeεt = 0.
Funkce teεt je tedy omezená na okolí bodu ∞. Protože je spojitá, je omezená také na
každém intervalu konečné délky. Existuje tedy konstanta M ∈ R taková, že
∣∣∣ teεt ∣∣∣ ≤ M ,











0 f(t)(−t)e−st dt = −
∫∞
0 (t · f(t)) e−st dt = −L {t · f(t)}.
Protože funkce t·f(t) je předmětem standardního typu, můžeme věty o derivaci obrazu





= L {t · t f(t)} = − d
ds
L {t · f(t)} = d
2F (s)
ds2
a úplnou indukcí lze odvodit vztah
L {tnf(t)} = (−1)n d
nF (s)
dsn
, n ∈ N.
 Příklad 2.5. Využitím věty o derivaci obrazu vypočtěme Laplaceův obraz funkce
f(t) = tn, kde n ∈ N.
Pro n = 1 máme funkci f(t) = t a můžeme psát L {t} = L {t · 1} = − (L {1})′, přičemž
obraz funkce f(t) = 1 získáme volbou a = 0 v příkladu 2.1 na straně 5 a dostáváme
L {1} = 1
s
. Potom již







, s > 0.
Opakovaným použitím tohoto postupu pro n = 2, 3, . . . lze odvodit vztah
L {tn} = n!
sn+1
, s > 0, n ∈ N.
Důkaz. Důkaz provedeme matematickou indukcí. Snadno se nahlédne, že pro n = 1 tvrzení
platí. Předpokládejme, že tvrzení platí pro některé n ∈ N a dokažme, že platí i pro n+ 1:








Věta 4 (Posun v obraze). Je-li funkce f předmět standardního typu exponenciálního
řádu α, L {f} = F , a ∈ R, pak funkce eat · f(t) je předmět standardního typu exponen-





= F (s− a), s > α + a.
Důkaz. Funkce eat · f(t) je po částech spojitá, pak existuje konstanta M ∈ R taková, že
na intervalu 〈0,∞) je |f(t)| ≤ Meαt, tedy |eat · f(t)| ≤ eat ·Meαt = Me(α+a)t. Funkce
eat · f(t) je tedy exponenciálního řádu α + a. Z definice Laplaceova obrazu dostáváme∫∞
0 (e
at · f(t)) e−st dt = ∫∞0 f(t)e(a−s)t dt = F (s− a), s > α + a.
Věta 5 (Změna měřítka). Je-li funkce f předmět standardního typu exponenciálního
řádu α, L {f} = F , a > 0, pak funkce f(at) je předmět standardního typu exponenciál-
ního řádu a · α a platí







, s > a · α.
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Důkaz. Funkce f(at) je po částech spojitá a existuje konstanta M ∈ R taková, že na
intervalu 〈0,∞) platí |f(t)| ≤ Meαt a tedy |f(at)| ≤ Meαat. Pak je tedy funkce f(at)
exponenciálního řádu a · α. Z definice Laplaceova obrazu dostáváme ∫∞0 f(at)e−st dt =
=
















, s > a · α.
 Příklad 2.6. Pomocí věty o změně měřítka odvoďme Laplaceův obraz funkce f(t) = eat
pro a > 0, víme-li, že L {et} = 1
s−1 .













Pro běžné počítání v praxi je vhodné, aby se čtenář naučil základní vzorce pro vý-
počet Laplaceových obrazů elementárních funkcí zpaměti, podobně, jak činí při výpočtu
derivací a integrálů. V následující tabulce je uveden základní přehled obrazů Laplaceovy
transformace, kde a, ω ∈ R, n ∈ N.
L {1} = 1
s






(s− a)3 , s > a,
L {t} = 1
s2














, s > 0, L {sinωt} = ω
s2 + ω2
, s > 0,
L {tn} = n!
sn+1
, s > 0, L {cosωt} = s
s2 + ω2




































s− a , s > a, L {sinhωt} =
ω







(s− a)2 , s > a, L {coshωt} =
s
s2 − ω2 , s > |ω|.
Tabulka 2.1: Základní obrazy Laplaceovy transformace
Nyní uvedeme větu o obrazu derivace, na které je založeno použití Laplaceovy trans-
formace při řešení diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty. Lze říci, že Laplaceova
transformace byla zavedena z důvodu následující věty, čímž je vystižen její základní vý-
znam.
Věta 6 (Obraz derivace). Nechť funkce f(t) a její derivace f (n)(t) je předmět stan-
dardního typu, funkce f(t) je spojitá v otevřeném intervalu (0,∞) a derivace f (n)(t) je
exponenciálního řádu α. Dále označme F (s) = L {f(t)} a f (n)(0+) = lim
t→0+ f
(n)(t). Pak





= snF (s)− sn−1f(0+)− sn−2f ′(0+)− · · · − sf (n−2)(0+)− f (n−1)(0+).




′(t) e−st dt =
∣∣∣ u=e−st v′=f ′(t)
u′=−s e−st v=f(t)
∣∣∣ = limξ→∞ [f(t) e−st]ξ0 + ∫∞0 sf(t) e−st dt =
















Obrázek 2.1: Popis funkce na
neomezeném intervalu




−st dt − f(0+) = s F (s) − f(0+). Předpokládejme, že věta platí pro n ∈ N
a dokažme její platnost pro n + 1. Použitím věty o obrazu derivace pro funkci f (n)(t)















− f (n)(0+) = s
(
snF (s)− sn−1f(0+)− · · · − f (n−1)(0+)
)
− f (n)(0+) = sn+1F (s) −
−snf(0+)− · · · − s f (n−1)(0+)− f (n)(0+).
2.3 Heavisideova funkce
V praxi se velmi často můžeme setkat s funkcemi, které jsou „poskládányÿ z několika růz-
ných funkcí na různých intervalech. Příkladem může být například konečný impuls, což
je funkce nenulová jen na omezeném intervalu nebo situace, kdy některá veličina tzv. na-
bíhá. V takovémto případě tuto funkci „rozložímeÿ na součet dílčích funkcí, z nichž každá
je nenulová jen na příslušném intervalu. K tomuto „rozkladuÿ použijeme Heavisideovu
funkci.
Definice 3. Heavisideova funkce (tzv. jednotkový skok), viz obrázek 2.3 na následující
straně, je funkce definována jako
ha(t) =
0, pro t ∈ (−∞, a),1, pro t ∈ 〈a,∞).
Popis dílčích funkcí se liší podle toho, zda je uvažujeme na neomezeném nebo omeze-
ném intervalu. Funkci, která je rovna funkci f na intervalu 〈a,∞) a jinde nulová, můžeme
zapsat jako
f(t) · ha(t).
Vynásobením funkcí ha(t) (jednotkovým skokem v bodě a) původní funkci vynulujeme
pro hodnoty t < a a ponecháme hodnoty původní funkce pro t ≥ a. Pro omezený interval






Poznámka. Roli nezávislé proměnné t Heavisideovy funkce hraje ve velkém množství
případů čas, často uvažujeme například impulzy proudu tekoucího zařízením v čase t,
proto budeme v následujícím textu uvažovat funkci f(t) pro t ≥ 0.






1 2 3 4 5 6
1
2
Obrázek 2.3: Heavisideova funkce Obrázek 2.4: Funkce f(t) z příkladu 2.7
 Příklad 2.7. Mějme funkci f(t) definovanou vztahem
f(t) =

t, t ∈ 〈0, 2),
2, t ∈ 〈2, 3),
4− 23t, t ∈ 〈3, 6),
0, t ∈ 〈6,∞).
Vyjádřeme tuto funkci f(t) pomocí Heavisideovy funkce.
Tato funkce f(t) má různé funkční předpisy na intervalech 〈0, 2), 〈2, 3), 〈3, 6) a 〈6,∞).
Pro každý z těchto intervalů najdeme dílčí funkci, avšak nemusíme pro poslední interval



















Součtem těchto dílčích funkcí následně získáme hledanou původní funkci f(t)










Laplaceův obraz součinu dvou funkcí, z nichž jedna je jednotkový skok v bodě a,
určujeme pomocí věty o translaci. Tuto větu zformulujeme ve dvou tvarech, přičemž druhý
z nich je vhodný zejména při určování zpětné Laplaceovy transformace, o které bude řeč
později.
Věta 7 (Translace). Je-li funkce f předmět standardního typu exponenciálního řádu α,
a ≥ 0, pak
L {f(t) · ha(t)} = e−asL {f(t+ a)} , s > α,
L {f(t− a) · ha(t)} = e−asL {f(t)} , s > α.
Důkaz. Uvažujme b ∈ 〈0, a〉. Pak platí L {f(t− b) · ha(t)} = ∫∞0 f(t − b)ha(t)e−st dt =
=
∫∞
a f(t− b)e−st dt = |t− a = u, dt = du| =
∫∞
0 f(u+ a− b)e−s(u+a) du = e−as
∫∞
0 f(u+
+ a − b)e−su du = e−asL {f(t+ a− b)}. Dosazením b ∈ {0, a} dostaneme jednotlivé
varianty věty o translaci.
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 Příklad 2.8. Určeme Laplaceův obraz funkce f(t) definované jako
f(t) =

0, t ∈ 〈0, 1),
t, t ∈ 〈1, 2),






Obrázek 2.5: Funkce f(t)
Tuto funkci lze pomocí Heavisideovy funkce přepsat do tvaru
f(t) = t [h1(t)− h2(t)] = t h1(t)− t h2(t).
Následně využitím linearity, věty o translaci a obrazů funkcí tn dostaneme















2.4 Inverzní Laplaceova transformace
Uvažujme nyní inverzní problém – je dána funkce F (s) a úkolem je najít funkci f(t)
s vlastností
L {f(t)} = F (s).
Laplaceův obraz funkce je definován pomocí určitého integrálu, přičemž hodnota tohoto
integrálu nezávisí na hodnotách funkce ve spočetně mnoha bodech. Tedy funkce lišící se
nejvýše ve spočetně mnoha bodech mají stejný Laplaceův obraz. Inverzní zobrazení k La-
placeově transformaci tedy neexistuje, nicméně symbolL −1 se používá, protože předměty
standardního typu se stejným obrazem se „přílišÿ neliší. Pak tedy funkci f(t) nazveme
inverzní (zpětnou) Laplaceovou transformací a budeme ji značit L −1 {f(t)} = F (s).
Laplaceovy obrazy kvazipolynomů (součiny polynomu, exponenciální funkce a sinu
nebo kosinu) jsou racionálně lomené funkce (podíly dvou polynomů). Podívejme se nyní
na to, které racionální funkce jsou obrazem některého předmětu standardního typu a jak
tento předmět najít.
Věta 8. Racionální funkce je Laplaceovým obrazem předmětu standardního typu právě
tehdy, když je daná racionální funkce ryze lomená, tj. stupeň polynomu v čitateli je nižší
než stupeň polynomu ve jmenovateli. Pak je obrazem na intervalu (α,∞), kde α je maxi-
mum reálných částí kořenů polynomu ve jmenovateli.
Důkaz. Z důvodu obsáhlosti je vynechán, lze jej nalézt například v [6].
Vhodnou procedurou při výpočtu inverzní Laplaceovy transformace L −1 může být
úprava na čtverec, popřípadě rozklad dané racionálně lomené funkce na parciální zlomky.
Poznámka. Při hledání předmětu k danému obrazu používáme pravidel transformace
uvedených v předchozím textu. Například, jestliže existují vzory L −1 {F (s)} = f(t)
a L −1 {G(s)} = g(t), potom
L −1 {c1F (s) + c2G(s)} = c1f(t) + c2g(t)
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(linearita zpětné transformace), podobně pokud platí L −1 {F (s)} = f(t), potom





Obdobně lze při inverzní transformaci užít i ostatních vět.
 Příklad 2.9. Mějme obraz Laplaceovy transformace F (s) = 1(s+1)(s+2) . Určeme inverzní
Laplaceovu transformaci L −1 {F (s)}.
Řešení. V tomto případě použijeme rozklad funkce F (s) na parciální zlomky, 1(s+1)(s+2) =
= 1















= e−t − e−2t.
 Příklad 2.10. Mějme obraz Laplaceovy transformace F (s) = s+1
s2−9 . Určeme inverzní
Laplaceovu transformaci L −1 {F (s)}.
Řešení. Využitím L {sinhωt} = ω



























4(s+ 2)− 3 · 133




























= eat, L −1
{
s− a








= t eat, L −1
{
ω












 2ω(s− a)((s− a)2 + ω2)2












(s− a)2 + ω2
)2
 = eat (sinωt− ωt cosωt).
Tabulka 2.2: Základní vzory Laplaceovy transformace
2.4.1 Konvoluce
Významným nástrojem při výpočtu inverzní Laplaceovy transformace L −1 je tzv. kon-
voluce.
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Definice 4. Konvolucí funkcí f, g ∈ L0 je funkce
(f ∗ g)(t) =
t∫
0
f(t− u)g(u) du, t ∈ 〈0,∞).
Poznámka. Obecně se konvoluce funkcí f, g definuje jako (f ∗g)(t) = ∫∞−∞ f(t−u)g(u) du,
t ∈ R. Pro funkce třídy L0 je to totéž, jelikož součin f(t− u)g(u) je nenulový pouze pro
u ∈ 〈0, t〉.
Tvrzení 1. Pro funkce f, g ∈ L0 platí
(1) f ∗ g = g ∗ f (komutativita konvoluce),
(2) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h (asociativita konvoluce),
(3) f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h) (distributivita konvoluce vzhledem ke sčítání).
Důkaz. Komutativitu konvoluce ověříme použitím vhodné lineární substituce, (f ∗g)(t) =
=
∫ t
0 f(t− u)g(u) du =
∣∣∣ t−u=v− du=dv ∣∣∣ = − ∫ 0t f(v)g(t− v) dv = ∫ t0 g(t− v)f(v) dv = (g ∗ f)(t).
Důkaz asociativity je typicky „počítacíÿ a lze jej nalézt např. v [11], distributivita konvo-
luce vzhledem ke sčítání plyne bezprostředně z linearity integrálu.
Věta 9 (Obraz konvoluce). Jsou-li funkce f, g předměty standardního typu exponenci-
álního řádu α, F = L {f}, G = L {g}, pak
L {(f ∗ g)(t)} = F (s) ·G(s), s > α.
Důkaz. Počítejme dvojný integrál přes množinu {(t, u) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ t} dvojím způso-
bem – jednak pro každé t ∈ 〈0,∞) můžeme uvažovat u ∈ 〈0, t〉 a počítat integrál∫∞
0
(∫ t
0 . . . du
)





u . . . dt) du. Pak dostáváme L {(f ∗ g)(t)} =
∫∞












u f(t− u)e−s(t−u) dt
)
du = |t− u = v ,
dt = dv| = ∫∞0 g(u)e−su (f(v)e−sv dv) du = (∫∞0 f(v)e−sv dv) (∫∞0 g(u)e−su du) = F (s)G(s).
 Příklad 2.12. Vypočtěme inverzní Laplaceovu transformaci funkce Y (s) = 1
s4+s2 .








= F (s) a 1
s2+1 = G(s).





= L −1 {F (s)G(s)} = f(t) ∗ g(t) =
t∫
0
(t− τ) sin τ dτ





= t− sin t.
Předchozí věta o obrazu konvoluce ukazuje, že konvoluce lze s výhodou využít při
výpočtu zpětné Laplaceovy transformace. Z věty 9 plyne, že součin Laplaceových obrazů
dvou předmětů standardního typu je rovněž Laplaceovým obrazem předmětu standard-
ního typu, který lze nalézt ve tvaru konvoluce – je-li F (s) = L {f(t)} a G(s) = L {g(t)},
pak tedy
L −1 {F (s)G(s)} = (f ∗ g)(t).
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3 Řešení obyčejných diferenciálních
rovnic Laplaceovou transformací
V této kapitole popíšeme hlavní aplikaci Laplaceovy transformace spočívající v řešení
obyčejných diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty, princip a technika výpočtu
bude ukázána na několika praktických případech.
3.1 Princip a použití
Věta o obrazu derivace (viz věta 6 na straně 9) říká, že derivací předmětu f(t) se odpo-
vídající Laplaceův obraz násobí proměnnou s, případně se ještě přičte aditivní konstanta
−f(0+). Tedy analytické operaci derivování podle proměnné t v prostoru předmětů odpo-
vídá algebraická operace násobení proměnnou s v prostoru obrazů, přičemž mají-li platit
mezi předmětem a jeho derivacemi určité vztahy, pak budou pro obraz tohoto předmětu
platit vztahy mnohem jednodušší. Můžeme tedy očekávat, že Laplaceova transformace
převádí jisté typy diferenciálních rovnic na rovnice algebraické.







+ · · ·+ a1y′ + a0y = f(t), (3.1)
kde y(t) je hledaná funkce, ai jsou dané konstanty, přičemž an 6= 0 a f(t) je daná funkce,
která je předmětem standardního typu.
Mějme dále soustavu n čísel bi, kde i = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Nyní hledejme funkci y(t),
která by vyhovovala rovnici (3.1) pro všechna t, pro něž je funkce f(t) spojitá, která by
i se svými derivacemi až do řádu n− 1 včetně byla spojitá na intervalu v intervalu (0,∞)
a která by pro t = 0 vyhovovala n počátečním podmínkám y(i)(0+) = lim
t→0+ y
(i)(t) =
= bi pro i = 0, 1, . . . , n − 1. Takové řešení existuje právě jedno a kdybychom jej našli
metodou variace konstant, zjistili bychom, ze je i se svými derivacemi až do n-tého řádu
exponenciálního řádu. Pak tedy existuje Laplaceův obraz L {y} = Y (s) a pomocí věty





= snY (s)− sn−1b0 − sn−2b1 − · · · − s bn−2 − bn−1.











+ · · ·+ a2L {y′′}+ a1L {y′}+ a0L {y} .
Rovnají-li se dvě funkce, musí se rovnat i jejich Laplaceovy obrazy. Označíme-li tedy
L {f(t)} = F (s), můžeme pak psát
an
(





sn−1Y (s)− sn−2b0 − · · · − s bn−3 − bn−2
)
+ . . .
. . . a2
(
s2Y (s)− s b0 − b1
)
+ a1 (s Y (s)− b0) = F (s).
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Tuto rovnici nazýváme obrazem diferenciální rovnice (3.1), přičemž ji můžeme přepsat do
tvaru(
ans





sn−1b0 + · · ·+ s bn−2 + bn−1
)
− · · · − a1b0 = F (s).
Z této algebraické rovnice lze vyjádřit Y (s):
Y (s) =
F (s)
ansn + · · ·+ a2s2 + a1s + a0+
+
an (sn−1b0 + · · ·+ bn−1) + · · ·+ a2 (s b0 + b1) + a1b0
ansn + · · ·+ a2s2 + a1s + a0 .




i (Q je tedy polynom stupně právě n) a
P (s) = an
(
sn−1b0 + · · ·+ bn−1
)
+ · · ·+ a3
(
s2b0 + s b1 + b2
)
+ a2 (s b0 + b1) + a1b0,








Tímto jsme získali obraz řešení rovnice. Obvykle ovšem jde o řešení původní rovnice, tedy
o předmět y(t), jehož obrazem je funkce Y (s). Nyní tedy použijeme inverzní (zpětnou)














Obrázek 3.1: Postup řešení diferenciálních rovnic pomocí Laplaceovy transformace
3.2 Řešené příklady
V tomto oddíle uvedeme několik příkladů na řešení obyčejných diferenciálních rovnic s kon-
stantními koeficienty metodou Laplaceovy transformace, z počátku se omezíme na rovnici
prvního řádu a posléze předvedeme i řešení rovnic vyšších řádů včetně rovnic s více pra-
vými stranami. Na závěr ukážeme také možnost řešení soustav obyčejných diferenciálních
rovnic pomocí Laplaceovy transformace.
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Poznámka. Při zadávání počátečních podmínek bychom měli korektně předepisovat hod-
noty funkce nebo derivací v bodě x = 0 zprava, jelikož uvažujeme, že rovnice modelují
fyzikální děje v časovém intervalu 〈0, t〉, případně 〈0,∞) a psát y(0+) = y0, y′(0+) = y1,
atd. Tento zápis však není v literatuře obvyklý, častěji se předepisují odpovídající pod-
mínky přímo v bodě x = 0. Proto i v tomto následujícím textu budeme předepisovat
podmínky ve tvaru y(0) = y0, y′(0) = y1, . . . , přičemž tímto zápisem budeme uvažovat
odpovídající hodnoty v bodě x = 0 zprava, což ale nebudeme explicitně vypisovat.
 Příklad 3.1. Určeme řešení počátečního problému y′ + 2y = sin t, y(0) = 0.
Řešení. Na rovnici aplikujeme Laplaceovu transformaci a uplatníme její vlastnosti:
L {y′}+ 2L {y} = L {sin t} ,





(s+ 2)(s2 + 1)
,















Pro nalezení řešení y(t) využijeme inverzní Laplaceovu transformaci L −1:























e−2t − cos t+ 2 sin t
)
, t ∈ 〈0,∞),
což je požadované řešení.
 Příklad 3.2. Určeme řešení počátečního problému y′′ + 5y′ + 6y = 4e−t, y(0) = 0,
y′(0) = 0.
Řešení. V případě rovnic vyšších řádů postupujeme naprosto analogicky jako u rovnic
řádu prvního:





s2Y (s)− s y(0+)− y′(0+) +
+ 5
(
s Y (s)− y(0+)
)






(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)
,









3 Řešení obyčejných diferenciálních rovnic Laplaceovou transformací 18











y(t) = 2e−t − 4e−2t + 2e−3t, t ∈ 〈0,∞),
což je požadované řešení.
V následujících dvou příkladech vyřešíme nehomogenní obyčejnou diferenciální rovnici
2. řádu s obecnou pravou stranou f(t), přičemž pro řešení využijeme konvoluci a její
vlastnosti a řešení vyjádříme pomocí konvolučního integrálu.
 Příklad 3.3. Řešme počáteční problém y′′ + 4y′ + 5y = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 0.
Řešení. Standardním postupem získáváme
L {y′′}+ 4L {y′}+ 5L {y} = L {f} ,
s2Y (s)− s y(0+)− y′(0+) +
+ 4s Y (s)− y(0+) + 5Y (s) = F (s),
Y (s) =
F (s)
s2 + 4s+ 5
=
F (s)
(s+ 2)2 + 1
= F (s)
1
(s+ 2)2 + 1︸ ︷︷ ︸
G(s)
.
Řešení y(t) pak získáme jako
y(t) = L −1 {F (s)G(s)} = (f ∗ g)(t),
kde
g(t) = L −1
{
1
(s+ 2)2 + 1
}
= e−2t sin t.
Celkem tedy mužeme psát







e−2τ sin τ · f(t− τ) dτ.




e−2(t−τ)e−2τ sin τ dτ = e−2t
t∫
0
sin τ dτ =
= e−2t [− cos τ ]t0 = e−2t (1− cos t) , t ∈ 〈0,∞).
 Příklad 3.4. Řešme počáteční problém y′′ + ω2y = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 1.
Řešení. Obvyklým postupem dostáváme
L {y′′}+ ω2L {y} = L {f(t)} ,
s2Y (s)− 1 + ω2 Y (s) = F (s),
Y (s) =
1 + F (s)
s2 + ω2
.
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Aplikací inverzní Laplaceovy transformace dostáváme výsledek ve tvaru
y(t) = L −1
{





































sinωt · f(t− τ) dτ
 .
V následujících dvou příkladech vyřešíme obyčejné nehomogenní diferenciální rovnice
1. a 2. řádu, jejíž pravé strany mají různý funkční předpis na dvou disjunktních intervalech.
K řešení využijeme Heavisideovu funkci ha(t).
 Příklad 3.5. Řešme pomocí Laplaceovy transformace rovnici
y′ − y =
2− t, t ∈ 〈0, 2),0, t ∈ 〈2,∞), y(0) = −1.
V prvním kroku vyjádříme pravou stranu rovnice f(t) pomocí Heavisideovy funkce,
f(t) = (2− t)− (2− t)h2(t),
čímž jsme získali rovnici y′−y = 2−t−(2−t)h2(t), na kterou nyní aplikujeme Laplaceovu
transformaci a postupujeme již obvyklým způsobem:
L {y′ − y} = L {2− t− (2− t)h2(t)} ,




− 1 + 1
s2
e−2s,
přičemž jsme využili větu 7 o translaci. Algebraickými úpravami dostáváme tvar
Y (s) =
2s− 1− s2 + e−2s
s2(s− 1) ,















Použitím inverzní Laplaceovy transformace a využitím poznámky na straně 12 dostáváme
y(t) = t− 1 + h2(t)
(
et−2 − 1− t+ 2
)
.
Řešení můžeme psát ve tvaru
y(t) =
t− 1, t ∈ 〈0, 2),et−2, t ∈ 〈2,∞).














Obrázek 3.2: Pravá strana rovnice
z příkladu 3.5
Obrázek 3.3: Řešení rovnice z příkladu 3.5
 Příklad 3.6. Řešme rovnici
y′′ + y =
1, t ∈ 〈0, pi),0, t ∈ 〈pi,∞), y(0) = 1, y′(0) = 0.
Řešení. Vyjádříme pravou stranu rovnice pomocí Heavisideovy funkce a rovnice přejde
na tvar
y′′ + y = 1− hpi(t)
a aplikujeme Laplaceovu transformaci. Dostaneme algebraickou rovnici





















hpi(t) = 1− (1 + cos t)hpi(t),
které můžeme přepsat do tvaru
y(t) =
1, t ∈ 〈0, pi),− cos t, t ∈ 〈pi,∞).
Laplaceovu transformaci lze též s výhodou použít na řešení soustav lineárních diferen-
ciálních rovnic s konstantními koeficienty, což ukážeme na následujícím příkladě.










y(t) = − cos t
1 2 4
1
Obrázek 3.4: Pravá strana rovnice
z příkladu 3.6
Obrázek 3.5: Řešení rovnice z příkladu 3.6
 Příklad 3.7. Řešme soustavu diferenciálních rovnic s počátečními podmínkami
y′ = 2y − 4z + 4e−2t, y(0) = 2,
z′ = 2y − 2z, z(0) = 2.
V případě soustav postupujeme obdobně jako při řešení jedné rovnice, označme Y (s) =
= L {y(t)}, Z(s) = L {z(t)} a použijme na soustavu Laplaceovu transformaci. Dosta-
neme
s Y (s)− 2 = 2Y (s)− 4Z(s) + 4
s+ 2
,
s Z(s)− 2 = 2Y (s)− 2Z(s).
Po úpravě získáme soustavu algebraických rovnic
(s− 2)Y (s) + 4Z(s) = 4
s+ 2
+ 2,
−2Y (s) + (s+ 2)Z(s) = 2.











Zpětnou Laplaceovou transformací dostáváme řešení původní soustavy
y(t) = 2 cos 2t, z(t) = e−2t + cos 2t+ sin 2t, t ∈ 〈0,∞).
4 Použití Laplaceovy transformace v teorii řízení 22
4 Použití Laplaceovy transformace
v teorii řízení
Snaha člověka osvobodit se od fyzické, jednotvárné a leckdy nebezpečné práce vede
k přenechávání těchto aktivit strojům, počítačům či prvkům umělé inteligenci. Tento slo-
žitý proces nazývá automatizace. Důležitý pojem v tomto oboru je řízení, čímž rozumíme
obecné postupy, kterými dosahujeme prostřednictvím techniky požadovaných výsledků.
Řízení se zpětnou vazbou se nazývá regulace. Úkolem regulace je nastavení fyzikál-
ních nebo technických veličin, např. teploty, tlaku apod., na požadovanou hodnotu a její
udržení na dané hodnotě v čase i při působení poruch. Regulace se uskutečňuje pomocí
systému, který nazýváme regulační obvod. Příkladem regulačního obvodu může být re-
gulace požadované výšky hladiny v nádrži s určitou kapalinou včetně přítoku a odtoku.
Regulovanou veličinou pak rozumíme právě tu veličinu, která je výstupem dané regulované
soustavy a regulací se udržuje na požadované hodnotě.
V teorii řízení se Laplaceova transformace používá jako matematický aparát umož-
ňující poměrně snadné řešení problémů spojité lineární regulace. Význam Laplaceovy
transformace je však v teorii řízení mnohem vyšší. S její pomocí totiž lze velmi jednoduše
popsat lineární spojité regulační systémy místo diferenciálních rovnic tzv. přenosy. Po-
mocí přenosů jednotlivých částí systému lze pak jednoduše vypočíst přenos celého systému
nebo obvodu, reakci systému na vstupní veličinu apod.
4.1 Diferenciální rovnice a přenos systému
Lineární spojitý systém či regulační člen se vstupem u(t) a výstupem y(t) lze obecně
popsat diferenciální rovnicí
any
(n) + an−1y(n−1) + · · ·+ a1y′ + a0y = bmu(m) + · · ·+ b1u′ + b0u,
přičemž ai, bj, kde i = 1, . . . , n a j = 1, . . . ,m jsou konstanty a platí m ≤ n. Tato rovnice
umožňuje určit průběh odezvy systému či regulačního členu.
Přenos, který nejčastěji používáme k popisu lineárních regulačních systémů nebo re-
gulačních členů, je definován jako podíl Laplaceova obrazu výstupní veličiny y(t) a La-








m + · · ·+ b1s+ b0
ansn + · · ·+ a1s+ a0 .
Je tedy zřejmé, že pokud známe vstupní signál systému u(t), respektive jeho obraz U(s),
můžeme pomocí přenosu G(s) vypočíst odezvu systému y(t) na libovolnou změnu vstupní
veličiny za nulových podmínek, přičemž právě toto je jedna ze základních úloh regulace.
Platí tedy, že
Y (s) = G(s)U(s),
tedy vzor výstupní veličiny y(t) (reakce systému) je dán inverzní Laplaceovou transformací
y(t) = L −1 {G(s)U(s)} .
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 Příklad 4.1. Stanovme odezvu y(t) regulačního členu, který má přenos G(s) = s
s+1
na lineární vstupní veličinu u(t) = 2t pro t ≥ 0.
Řešení. Podmínka nulových počátečních podmínek u(t) = 0 je splněna. Vzor vstupního
signálu u(t) je podle tabulky 2.1 na straně 9 roven U(s) = 2
s2
. Pak obraz odezvy s využitím
rozkladu na parciální zlomky je











Odezvu systému y(t) pak získáme využitím inverzní Laplaceovy transformace














u(t) = 2t y(t) = 2
(
1− e−t)







Obrázek 4.2: Průběh vstupní a výstupní veličiny regulačního členu z příkladu 4.1
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5 Použití software Maple
Člověk si dnes jen velmi těžko dokáže představit svůj život bez počítačů. Taktéž v ma-
tematice si lze ulehčit práci a využít k výpočtům moderní výpočetní techniku a flexibilní
software. V této kapitole popíšeme postupy, které umožňují řešení obyčejných diferenci-
álních rovnic metodou Laplaceovy transformace v software Maple.
Maple je vysoce výkonný software pro symbolickou matematiku vyvinutý společností
Maplesoft patřící ve své kategorii ke špičce. Předpokládáme, že čtenář je seznámen se
základní technikou práce v Maple a v dalším uvedeme nezbytné příkazy, které budeme
využívat při řešení obyčejných diferenciálních rovnic metodou Laplaceovy transformace.
Konkrétní postup řešení si ukážeme na několika příkladech z kapitoly 3, čímž zároveň
provedeme kontrolu správnosti řešení. Uvedené postupy byly prováděny ve verzi 10.
5.1 Základní syntaxe pro výpočty
V následujícím textu se seznámíme a popíšeme základní syntaxi (příkazy), které budeme
využívat při řešení diferenciálních rovnic v systému Maple.
with(inttrans) Připojí jednotku obsahující základní integrální transformace k aktuál-
nímu souboru, mimo jiné také příkazy pro Laplaceovu transformaci a inverzní Lapla-
ceovu transformaci. Budeme předpokládat, že práci zahájíme právě tímto příkazem
a nebudeme jej proto u každého příkladu explicitně uvádět.
=, :=, % Znak = značí binární relaci rovnosti, příkaz := používá Maple jako operátor
přiřazení a znak % je odkaz na poslední vypočtený výsledek.
diff(y(t), t) Derivace funkce y(t) podle proměnné t, pokud požadujeme vyšší deri-
vaci, používáme místo proměnné t zápis t$n, kde n značí n-tou derivaci, např.
diff(y(t), t$3) odpovídá d
3
dt3 y(t).




0, t < a,
není definována, t = a,
1, t > a.
Příkaz EnvUseHeavisideAsUnitStep := true dodefinuje ha(t) = 1 pro t = a.
subs(puvodni = novy, vyraz) Substituce (nahrazení) výrazu puvodni výrazem novy
v proměnné vyraz. Pokud požadujeme vícenásobnou substituci, uzavřeme všechny
substituované výrazy do složených závorek { }.
solve(rovnice, promenna) Řešení rovnice vzhledem k neznámé promenna, je-li rov-
nice tvořena výrazem, Maple z něj automaticky „vyrobíÿ rovnici tak, že jej položí
rovno nule.
laplace(vyraz, t, s) Aplikuje Laplaceovu transformaci na vyraz vzhledem k pro-
měnné t, přičemž proměnná spočteného obrazu bude s.
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invlaplace(vyraz, s, t) Vypočte inverzní Laplaceovu transformaci vyrazu, který je
v proměnné s, přičemž proměnná vzoru bude t.
convert(vyraz, piecewise) Vyjádří vyraz obsahující Heavisideovu funkci ve tvaru
„svorkyÿ.
5.2 Řešené příklady v Maple
 Příklad 5.1. Zkontrolujme řešení rovnice y′ + 2y = sin t, y(0) = 0 z příkladu 3.1.







+ 2y(t) = sin(t)
op := y(0) = 0;
op := y(0) = 0
rce := laplace(odr, t, s);











subs({laplace(y(t), t, s) = Y, op}, rce);
s Y + 2Y =
1
s2 + 1
F := solve(%, Y);
F :=
1
(s2 + 1)(s+ 2)










 Příklad 5.2. Ověřme řešení rovnice y′′+5y′+6y = 4e−t, y(0) = 0, y′(0) = 0 z příkladu
3.2.













+ 6y(t) = 4e−t
op := y(0) = 0, D(y)(0) = 0;
op := y(0) = 0, D(y)(0) = 0
rce := laplace(odr, t, s);
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subs({laplace(y(t), t, s) = Y, op}, rce);
s2Y + 5s Y + 6Y =
1
s+ 1
F := solve(%, Y);
4
(s+ 1) (s2 + 5s+ 6)
y(t) := invlaplace(F, s, t);
y(t) := 2e−t − 4e−2t + 2e−3t
 Příklad 5.3. Zkontrolujme řešení rovnice z příkladu 3.5.
y′ − y =
2− t, t ∈ 〈0, 2),0, t ∈ 〈2,∞), y(0) = −1.







− y(t) = 2− t− (2− t)Heaviside(t− 2)
op := y(0) = -1;
op := y(0) = −1
rce := laplace(odr, t, s);














subs(laplace(y(t), t, s) = Y, op, rce);







2 − 2s+ 1− e−2s
s2(s− 1)
y(t) := invlaplace(%, s, t);









t− 1, t ≤ 2,et−2, t > 2.
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 Příklad 5.4. Ověřme řešení soustavy rovnic z příkladu 3.7
y′ = 2y − 4z + 4e−2t, y(0) = 2,
z′ = 2y − 2z, z(0) = 2.




y(t) = 2y(t)− 4z(t) + 4e−2t




z(t) = 2y(t)− 2z(t)
op := y(0) = 2, z(0) = 2;
op := y(0) = 2, z(0) = 2
rce1 := laplace(odr1, t, s);








− 4 laplace (z(t), t, s ) + 4
s+ 2
rce2 := laplace(odr2, t, s);




− 2 laplace (z(t), t, s )
rce1s := subs(laplace(y(t), t, s) = Y, laplace(z(t), t, s) = Z, op, rce1);
rce1s := s Y − 2 = 2Y − 4Z + 4
s+ 2
rce2s := subs(laplace(y(t), t, s) = Y, laplace(z(t), t, s) = Z, op, rce1);
rce2s := s Z − 2 = 2Y − 2Z







2(4 + 2s+ s2)
8 + 4s+ 2s2 + s3
]]
y(t) := invlaplace(reseni[1,1], s, t);
y(t) := 2 cos(2t)
z(t) := invlaplace(reseni[1,2], s, t);
z(t) := e−2t + 2 cos2(t)− 1 + 2 sin(t) cos(t)
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6 Stručně o Z transformaci
Laplaceova transformace, kterou se zabývá tato bakalářská práce, je zobrazení, které
vzoru, což je jistá funkce f(t) přiřadí funkci F (s), kterou nazýváme obraz, L : f 7→ F .
V tomto případě nejčastěji interpretujeme proměnnou t ≥ 0 jako čas a f(t) jako funkci
popisující velikost určité fyzikální veličiny v čase. V těchto systémech se čas t mění spojitě,
proto hovoříme o spojitých systémech, které bývají velmi často popsány pomocí diferen-
ciálních rovnic nebo jejich soustavami. V tomto případě je tedy Laplaceova transformace
nástrojem ke studiu spojitých systémů.
Rozdílná situace nastane v systémech, ve kterých je daná fyzikální veličina měřena
pouze v určitých diskrétních časových okamžicích, nejčastěji pravidelně od sebe vzdá-
lených. Příkladem takovýchto systémů jsou impulsní soustavy. V tomto případě místo
s funkcemi pracujeme s posloupnostmi, jejíž členy představují hodnoty fyzikální veličiny
v diskrétních časových okamžicích. Takovéto systémy se nazývají diskrétní a mohou být
popsány diferenčními rovnicemi. Matematický aparát použitelný pro tyto diskrétní sys-
témy je odlišný od prostředků pro spojité systémy, přičemž jedním z nich je právěZ trans-
formace, což je zobrazení z prostoru posloupností do prostoru funkcí, Z : {f} 7→ F . Často
je také Z transformace označována jako diskrétní varianta Laplaceovy transformace.
6.1 Definice a základní pojmy
Uvažujme posloupnost {fn}∞n=0. Pak v souladu s terminologií zavedenou v rámci Lapla-
ceovy transformace nazveme předmětem standardního typu každou posloupnost reálných
čísel {fn}, n = 0, 1, 2, . . . , které vyhovují podmínce
|fn| ≤Meξn,
kde M a ξ jsou vhodné reálné konstanty. Příslušnou třídu předmětů standardního typu
označujeme symbolem Z0. Uvedená podmínka značí, že výše uvedená posloupnost je
exponenciálního řádu ξ.






nazýváme Z transformací (obrazem Z transformace) posloupnosti {fn}, n = 0, 1, 2, . . .
Posloupnost {fn}∞n=0 se pak nazývá předmět (vzor), což souhrnně zapisujeme jako
Z {fn} = F (z).
Poznámka. Podmínka {fn} ∈ Z0 je postačující k existenci alespoň jednoho nenulového
z ∈ R, pro které řada ∑∞i=0 fizi konverguje.
 Příklad 6.1. Obrazem posloupnosti {fn}, kde fn = 0, n = 0, 1, . . . je funkce F (z) = 0,
tedy píšeme Z {0} = 0.
 Příklad 6.2. Obrazem geometrické posloupnosti {fn}, kde fn = qn, n = 0, 1, . . . , kde



















z − q , |z| > |q|.
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6.2 Vlastnosti Z transformace
Stejně jako pro Laplaceovu transformaci (viz kapitola 2.2) lze odvodit analogické vztahy
pro Z transformaci, které se s výhodou používají při výpočtu obrazů. Tyto vztahy uve-
deme ve stručné formě a bez důkazů, více informací lze nalézt v [7] nebo [2].
Věta 10 (O linearitě). Jestliže {fn} ∈ Z0, {gn} ∈ Z0 a c1, c2 ∈ R, pak platí
Z {c1fn + c2gn} = c1Z {fn}+ c2Z {gn} .
Věta 11 (O substituci). Jestliže {fn} ∈ Z0 a c ∈ R, pak






Věta 12 (O translaci). Nechť {fn} ∈ Z0 a k > 0, pak platí





 , kde F (z) = Z {fn} .
Speciálně pro k = 1 máme Z {fn+1} = zZ {fn} − z f0, pro k = 2 je Z {fn+2} =
= z2Z {fn} − (z2 f0 + z f1).
Věta 13 (O obrazu diference). Diferencí posloupnosti {fn} nazýváme posloupnost ∆ {fn} =
= {∆fn} takovou, že
∆fn = fn+1 − fn.
Pak platí
Z {∆ {fn}} = (z − 1)F (z)− z f0, kde F (z) = Z {fn} .
6.3 Inverzní Z transformace
Pro získání vzoru ze známého obrazu F (z) existuje integrální vzorec, který se však pro
praktické výpočty nepoužívá. Nejčastěji se využije rozkladu obrazu, který je v mnoha
případech racionální funkce, na parciální zlomky ve tvaru A(z−a)m a každý z nich pro do-
statečně velká z rozložit na řadu v mocninách zlomku 1
z
. Druhou možností je rozložit
obraz na součet zlomků ve tvaru Az(z−a)i , pro které lze snadno pro i = 1 vypočíst předmět
Z {an} = z






padu i = 1. Pro praktické výpočty používáme slovníku Z transformace, který je uveden
v tabulce 6.1.
6.4 Použití Z transformace
Diskrétní Z transformaci lze s výhodou využít pro řešení diferenčních rovnic, pomocí
kterých často modelujeme děje v diskrétních systémech. V následujícím jednoduchém
příkladě ukážeme způsob a techniku výpočtu zadané diferenční rovnice včetně počátečních
podmínek.
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z(z2 + 4z + 1)
(z − 1)4
}






Tabulka 6.1: Základní vzory Z transformace
 Příklad 6.3. PomocíZ transformace vyřešme diferenční rovnici yn+2+3yn+1+2yn = 0
s počátečními podmínkami y0 = 1, y1 = −4.
Řešení. Na rovnici aplikujeme Z transformaci a s využitím linearity (viz věta 10) do-
stáváme tvar
Z {yn+2}+ 3Z {yn+1}+ 2Z {yn} = Z {0} .
Použitím věty o translaci (viz věta 12) máme rovnici
z2Z {yn} − (z2 − 4z) + 3 (zZ {yn} − z) + 2Z {yn} = Z {0} .
Vyjádřením neznámé Z {yn} a rozkladem na parciální zlomky dostáváme
Z {yn} = z
2 − z

















= −2(−1)n + 3(−2)n.
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7 Závěr
Cílem této bakalářské práce bylo vytvořit text nevelkého rozsahu, který poskytne čtenáři
bez předchozích speciálních znalostí matematiky základní informace a poznatky o Lapla-
ceově transformaci. Tento text by měl kromě základní nezbytné teorie poukázat především
na možnosti, kde lze s výhodou využít Laplaceovu transformaci pro řešení diferenciálních
rovnic, dále nastínit široké praktické využití této integrální transformace v teorii řízení
a v neposlední řadě také poskytnout čtenáři základní dovednost při řešení konkrétních
příkladů v softwarovém systému pro symbolickou matematiku Maple.
Ve své bakalářské práci se autor omezil na Laplaceovu transformaci v reálném oboru,
obecně ji lze definovat pro množinu komplexních čísel. První kapitola je věnována po-
známkám a zajímavostem z historie Laplaceovy transformace a z života jejího autora
Pierra Simona de Laplace. Kapitola druhá se ve stručné formě zabývá nejnutnějším teore-
tickým základem a vybudováním základního výpočetního aparátu pro následné praktické
řešení úloh. Zmíněna je především problematika vlastností transformace, funkce jednot-
kového skoku (Heavisideovy funkce) a inverzní (zpětné) transformace včetně konvoluce.
Třetí kapitola navazuje na kapitolu druhou, využívá jejího obsahu a objasňuje techniku
a podstatu použití Laplaceovy transformace pro řešení obyčejných diferenciálních rovnic,
její nosnou částí je především několik kompletně řešených příkladů různých typů diferen-
ciálních rovnic a jejích soustav. Čtvrtá kapitola je snahou o ukázku širokého uplatnění
této transformace v technické praxi, především v teorii řízení, automatizaci a robotice.
Kapitola pátá je věnována využití software pro symbolickou matematiku Maple pro řešení
diferenciálních rovnic Laplaceovou transformací, kde je „krok za krokemÿ popsán postup
řešení některých příkladů ze třetí kapitoly. Šestá kapitola stručně poukazuje na diskrétní
analogii Laplaceovy transformace, uvádí nejdůležitější vlastnosti a možnosti použití.
Autor této práce bude velmi potěšen, bude-li tento text nápomocen studentům nebo
jiným zájemcům o Laplaceovu transformaci k získání základních teoretických i praktic-
kých dovedností včetně využívání výpočetní techniky, které mohou být dále prohloubeny
především z publikací uvedených v seznamu použité literatury na straně 32.
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8 Seznam použitých zkratek
a symbolů
ODR obyčejná diferenciální rovnice
f(t), g(t), u(t), y(t) předměty Laplaceovy transformace
F (s), G(s), U(s), Y (s) obrazy Laplaceovy transformace
u(t), y(t) v teorii řízení předmět vstupní veličiny, předmět výstupní veli-
činy (odezvy), viz strana 22
U(s), Y (s), G(s) v teorii řízení obraz vstupní veličiny, obraz výstupní veličiny
(odezvy), přenos systému, viz strana 22
fn předměty Z transformace
F (z) obrazy Z transformace
L {f(t)} Laplaceova transformace předmětu f(t), viz strana 5
L −1 {F (s)} inverzní Laplaceova transformace obrazu F (s), viz strana 12
ha(t) Hevisideova funkce, viz strana 10
∗, (f ∗ g)(t) symbol pro konvoluci, konvoluce funkcí f a g, viz strana 13
Z {fn} Z transformace předmětu fn, viz strana 28
Z −1 {F (z)} inverzní Z transformace obrazu F (z), viz strana 29
